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1ο Διαγώνισμα 

  18-3-2023 

Θέμα Α 
Α1. Έστω μια συνάρτηση  f  παραγωγίσιμη σ’ ένα διάστημα  α,β , με εξαίρεση ίσως ένα σημείο του    

     
0x ,στο οποίο όμως η  f  είναι συνεχής.  Αν  η  f x  διατηρεί πρόσημο στο    0 0α,x x ,β , να  

     αποδείξετε ότι το  0f x  δεν είναι τοπικό ακρότατο και η  f  είναι γνησίως μονότονη στο  α,β . 

μονάδες 7 

Α2.Να βρείτε το λάθος στην παρακάτω διαδικασία και να εξηγήσετε γιατί είναι λάθος: 

Έστω συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο . 

Είναι 
            

 

0

0
0 0 00 0 0

2h 0 DLH h 0 20
0

f x h f x h 2f xf x h f x h 2f x
lim lim

x h
x h

 
 
 

 

      
 


 

 
        

 

0

0
0 00 0

h 0 DLH h 0
0

0

f x h f x hf x h f x h
lim lim

2x h 2x h

 
 
 

 

      
 


 

       0 0 0 0

h 0
0 0 0

f x h f x h 2f x f x
lim

2x 2x x

     
   

μονάδες 4 

Α3. Θεωρήστε τον παρακάτω ισχυρισμό: 

        «Αν για μια συνάρτηση f :Α  ισχύει ότι  f x m  για κάθε x A , τότε η f  

            έχει ελάχιστο το m». 

α) Είναι  αληθής, ή ψευδής η πρόταση; 

β) Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτημα α. 

μονάδες 1+3 

Α4. Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας, δίπλα στο γράμμα  

      που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή Λάθος, αν η πρόταση  

      είναι λανθασμένη. 

     α) Για κάθε συνεχή συνάρτηση f στο κλειστό διάστημα  α,β , η οποία έχει ρίζα στο ανοικτό διάστημα                   

           α,β , ισχύει    f α f β 0 . 

     β) Αν f συνάρτηση συνεχής στο διάστημα  α,β και για κάθε  x α,β  ισχύει  f x 0 , τότε  

       οπωσδήποτε  
β

α
f x dx 0 .  

     γ) Αν μια συνάρτηση f είναι κυρτή στο  0α, x  και κοίλη στο  0x ,β  τότε το   0 0x ,f x  είναι  

       οπωσδήποτε σημείο καμπής της. 

     δ) Κάθε κατακόρυφη ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης μιας συνάρτησης f έχει το πολύ ένα κοινό  

         σημείο με τη γραφική παράσταση της f . 

     ε) Αν η f είναι μια συνεχής συνάρτηση στο  α,β , η οποία δεν είναι παντού μηδέν στο διάστημα αυτό  

          και  
β

α
f x dx 0 , τότε η f παίρνει δύο τουλάχιστον ετερόσημες τιμές στο  α,β . 

 

μονάδες 10 

Θέμα Β 

Δίνεται συνάρτηση f :   για την οποία ισχύει ότι  3 5f x x x  για κάθε x . 

B1. Να αποδείξετε ότι  f x x x , x  . 

μονάδες 5 

Β2. Να δείξετε ότι η f αντιστρέφεται και να βρείτε την 
1f 
. 

μονάδες 5 

B3.Να βρείτε τη παράγωγο f ΄της f. 
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μονάδες 5 

Β4.Να εξετάσετε αν υπάρχει σημείο της 
fC με θετική τετμημένη, στο οποίο να εφάπτεται η γραφική 

παράσταση της f ΄στη γραφική παράσταση της f. 

μονάδες 5 

B5. Να βρείτε διάστημα  α,α 1 με α   στο οποίο η εξίσωση   5f x 1 x  έχει τουλάχιστον μία ρίζα. 

μονάδες 5 

 

Θέμα Γ 
Έστω συνάρτηση f δύο φορές παραγωγίσιμη στο . Στο διπλανό σχήμα δίνονται 

οι γραφικές παραστάσεις των f , f  . Η γραφική παράσταση της  

f  είναι ευθεία και εφάπτεται της 
fC  στο σημείο Α. 

Γ1. Να μελετήσετε την f ως προς τη μονοτονία, τα ακρότατα, την κυρτότητα και 

τα σημεία καμπής. 

μονάδες 4 

Γ2.Να αποδείξετε ότι  
x
lim f x


   και  
x
lim f x


  . 

μονάδες 6 

Γ3. Να αποδείξετε ότι η f δεν έχει ασύμπτωτες. 

μονάδες 3 

Γ4.Έστω ότι τα σημεία Α, Β έχουν συντεταγμένες  1,6  και  0,3  αντίστοιχα και 

 f 0 4  . 

α) Να αποδείξετε ότι   3f x x 3x 4, x    .              μονάδες 4 

β) Να σχεδιάσετε μια πρόχειρη γραφική παράσταση της f. 

μονάδες 3 

γ) Να βρείτε, αν υπάρχει, το όριο 
   

2

x 0

1
f

x
lim

f ημx f x

 
 
 


.                  μονάδες 5 

 

Θέμα Δ 

Δίνεται η συνάρτηση  
  x

x

3x 1 e 1 1
f x , x

e 1

  
 


. 

Δ1. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  f x 0 έχει ακριβώς μία ρίζα.  

μονάδες 7 

Δ2. Ποιο είναι το πρόσημο της ρίζας του προηγούμενου ερωτήματος; 

μονάδες 3 

Δ3. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση    2 2h x x f x , x έχει ακριβώς τρία τοπικά ακρότατα. 

μονάδες 8 

Δ4. Να αποδείξετε ότι 
2

2

x 20

1 6e 8
dx

e 1 e 1




  . 

μονάδες 7 

 

 

 

 

 

 

Καλή Τύχη! 
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Λύσεις 
 

 Θέμα Α 
Α1. Έστω ότι  f x 0  ,  για κάθε     0 0x ,x x ,    . 

Επειδή η  f  είναι συνεχής στο 
0x  θα είναι γνησίως αύξουσα σε κάθε ένα από τα διαστήματα  0, x  και 

 0x , . Επομένως, για 
1 0 2x x x   ισχύει      1 0 2f x f x f x  . Άρα το  0f x  δεν είναι τοπικό 

ακρότατο της  f. Θα δείξουμε, τώρα, ότι η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο  ,  . Πράγματι, έστω 

 1 2x ,x ,    με 
1 2x x . 

— Αν  1 2 0x ,x ,x  , επειδή η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο  0, x , θα ισχύει    1 2f x f x . 

— Αν  1 2 0x ,x x ,  , επειδή η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο 
0[x , ) , θα ισχύει    1 2f x f x . 

— Τέλος, αν 1 0 2x x x  , τότε όπως είδαμε      1 0 2f x f x f x  .  

Επομένως, σε όλες τις περιπτώσεις ισχύει    1 2f x f x , οπότε η  f  είναι γνησίως αύξουσα στο  ,  . 

Ομοίως, αν  f x 0   για κάθε    0 0x ,x x ,    . 

 

Α2. Επειδή η f είναι 2 φορές παραγωγίσιμη, η f΄ είναι παραγωγίσιμη αλλά δεν γνωρίζουμε αν η f ΄΄ είναι 

συνεχής στο 
0x . 

 

Α3. α) Ψευδής 

β) Για τη συνάρτηση   2f x x , x  παρατηρούμε ότι  f x 2   και γενικά από οποιονδήποτε 

αρνητικό αριθμό στη θέση του – 2, όμως το -2 δεν είναι ελάχιστο της f γιατί δεν υπάρχει σημείο της 
fC με 

αυτή την τεταγμένη ( δεν υπάρχει 0x   ώστε  0f x 2  ) 

2ο αντιπαράδειγμα 

Έστω    
22f x x x 1   , x . 

Για κάθε x είναι  
22x 0, x 1 0   , άρα και    

22f x x x 1 0    , όμως δεν υπάρχει τιμή του x 

για την οποία  f x 0 αφού      
22f x 0 x x 1 0 x 0 και x 1 0 x 1            άτοπο. 

 

 

Α4. α) Λ  β) Λ   γ) Λ   δ) Σ   ε) Σ 

 

Θέμα Β 

Β1. Θέτουμε 
3x ω  , ω οπότε  έχουμε:    

23 5 3 2 3 3 3f x x x x x x x x x x x f ω ω ω         

άρα  f x x x , x  . 

 

Β2. Είναι  
2

2

x , x 0
f x x x

x , x 0

 
  


. 

Η f είναι παραγωγίσιμη στα διαστήματα    ,0 , 0,   με παράγωγο  
2x, x 0

f x
2x , x 0

 
  


. Η f είναι 

συνεχής στο  , για κάθε x 0  είναι  f x 0   οπότε είναι γνησίως αύξουσα στο . 

Η f είναι γνησίως αύξουσα στο άρα 1-1 οπότε αντιστρέφεται. Για κάθε x < 0  είναι 
y 0

2 2

x 0
y x x y 0 x y




          x y   . 

Για κάθε x 0  είναι 2y x 0 x y    . 
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Άρα  1
y, y 0

f y
y, y 0


  

 


, οπότε  1
x, x 0

f x
x, x 0


  

 


. 

 

B3. Eίναι 
   

x 0 x 0 x 0

x xf x f 0
lim lim lim x 0

x 0 x  


  


, άρα  η f είναι παραγωγίσιμη στο 0 με παράγωγο 

 f 0 0  . Επομένως η f είναι παραγωγίσιμη στο  με παράγωγο  
2x, x 0

f x
2x , x 0

 
  


. 

 

B4.Για να εφάπτεται η f΄ της f πρέπει να έχουν κοινό σημείο με θετική τετμημένη. 

Για x > 0 είναι      
x 0

2 2f x f x x 2x x 2x 0 x x 2 0 x 2 0 x 2


               

H 
fC  εφάπτεται της 

fC στο κοινό τους σημείο με τετμημένη 2, αν και μόνο αν 

  ff 2 λ 2 2 2 4 2
        που είναι αδύνατο. 

Επομένως δεν υπάρχει σημείο της 
fC με θετική τετμημένη στο οποίο να εφάπτεται η f΄. 

 

Β5. Είναι   5 5 5f x 1 x x x 1 x x x x 1 0         . 

Έστω   5g x x x x 1, x    . Παρατηρούμε ότι    g 0 1, g 1 1   , δηλαδή    g 0 g 1 0 . 

Η  g είναι συνεχής στο  0,1  άρα ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος Bolzano οπότε  η εξίσωση  

    5g x 0 f x 1 x    έχει τουλάχιστον μία ρίζα στο (0, 1). Επομένως  το ζητούμενο διάστημα είναι  

 

το  0,1  για α = 0. 

 

Θέμα Γ 
Γ1. Στο σχήμα βλέπουμε ότι  f x 0   για κάθε x , άρα η f είναι γνησίως αύξουσα στο  οπότε δεν 

έχει ακρότατα. 

Στο σχήμα βλέπουμε ότι για κάθε x 0  είναι  f x 0  , ενώ για x 0 είναι  f x 0  . 

Η  f είναι συνεχής στο  άρα είναι κοίλη στο  ,0  και κυρτή στο  0,  οπότε  

έχει σημείο καμπής το   0,f 0 . 

Γ2. 1ος τρόπος: Έστω το σημείο Μ   1 1x ,f x . 

Η εφαπτομένη της fC στο Μ, έχει εξίσωση:           1 1 1 1 1 1 1y f x f x x x y f x x f x x f x         . 

Η f είναι κυρτή στο  0,  οπότε βρίσκεται πάνω από την εφαπτομένη της στο διάστημα αυτό, εκτός 

του σημείου επαφής τους, άρα        1 1 1 1f x f x x f x x f x     για κάθε x 0 . 

Επειδή  1f x 0  , είναι         1 1 1 1 1
x x
lim f x x f x x f x lim f x x
 

       , οπότε   

 
x
lim f x


  . 

Έστω   2 2 2Κ x ,f x , x 0 . Η εφαπτομένη στο Κ έχει εξίσωση      2 2 2 2y f x x f x x f x    . 

Η f είναι κοίλη στο  ,0  οπότε βρίσκεται κάτω από την εφαπτομένη της στο διάστημα αυτό, εκτός του 

σημείου επαφής τους, άρα        2 2 2 2f x f x x f x x f x    για κάθε x 0 . 

Είναι         2 2 2 2 2
x x
lim f x x f x x f x lim f x x
 

       , οπότε  
x
lim f x


  . 

2ος τρόπος: Η f ΄΄είναι ευθεία που διέρχεται από την αρχή των αξόνων, άρα  f x λx  . 

Επειδή η f ΄΄σχηματίζει οξεία γωνία με τον x΄x, είναι λ εφω 0  . 

Είναι    
2 2

1 1

x x
f x λx λ f x λ c , c

2 2

 
        

 
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   
3 3

1 1 2 2

x x
f x λ c x f x λ c x c , c

6 6

 
        

 
. 

 
3 3

1 2
x x x

x x
lim f x lim λ c x c lim λ

6 6  

 
      

 
,  

3 3

1 2
x x x

x x
lim f x lim λ c x c lim λ

6 6  

 
      

 
 

 

Γ3. 1ος τρόπος: Η f είναι πολυώνυμο 3ου βαθμού, οπότε δεν έχει ασύμπτωτες. 

2ος τρόπος: Η f είναι συνεχής στο οπότε δεν έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες. 

Επειδή  
x
lim f x


   και  
x
lim f x


  , η f δεν έχει οριζόντιες ασύμπτωτες. 

Είναι 
   

x DLH x

f x f x
lim lim

x 1

 
 
 

 


   (σχήμα) και 

   
x DLH x

f x f x
lim lim

x 1

 
 
 

 


   (σχήμα) , οπότε η f δεν 

έχει πλάγιες ασύμπτωτες. 

3ος τρόπος: Η f είναι συνεχής στο οπότε δεν έχει κατακόρυφες ασύμπτωτες. 

Επειδή  
x
lim f x


   και  
x
lim f x


  , η f δεν έχει οριζόντιες ασύμπτωτες. 

Από τον 2ο τρόπο του Γ2 έχουμε  
 

2

3 3

1 2

x x x

x x
λ c x c λf x 6lim lim lim

x x  

 

  6

x

2

x

λ
lim x

6

 
    

 
, 

 

2

3 3

1 2

x x x

x x
λ c x c λf x 6lim lim lim

x x  

 

  6

x

2

x

λ
lim x

6

 
    

 
 οπότε η f δεν έχει πλάγιες ασύμπτωτες. 

 

Γ4. α) Επειδή η fC  είναι ευθεία, έχει συντελεστή διεύθυνσης 
6 0

λ 6
1 0


 


 και εξίσωση y 6x . 

Άρα για κάθε x  είναι        2 2

1 1f x 6x f x 3x f x 3x c , c
         . 

Είναι   1f 0 3 c 3    , οπότε για κάθε x  είναι   2f x 3x 3     

     3 3

2 2 2f x x 3x c f x x 3x c , c
         . Είναι  f 0 4  

2c 4  , άρα 

  3f x x 3x 4, x    . 

 

β) Είναι       
f 1 1

f x 0 f x f 1 x 1


      οπότε η Cf τέμνει τον άξονα  x΄x  στο 

σημείο (1, 0)  .Από τα δεδομένα του Γ1 και του Γ4 έχουμε την παρακάτω 

γραφική παράσταση 

 

 

γ) Για κάθε x> 0 είναι ημx x x ημx x      . 

Η f είναι γνησίως αύξουσα  άρα  για x>0 έχουμε:    f ημx f x   

   f ημx f x 0    και     
x 0
lim f ημx f x 0


  γιατί η f είναι συνεχής στο 0 

οπότε 
   x 0

1
lim

f ημx f x
 


. 

Επομένως 
       

 
2

2
x 0 x 0

1
f

6 1x
lim lim

f ημx f x x f ημx f x  

 
    

         
 (1). 

Για x < 0 είναι ημx x x ημx x      . 
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Η f είναι γνησίως αύξουσα  άρα  για x<0 έχουμε:         f x f ημx f ημx f x 0     και 

    
x 0
lim f ημx f x 0


  γιατί η f είναι συνεχής στο 0 οπότε 

   x 0

1
lim

f ημx f x
 


. Επομένως 

       
 

2

2
x 0 x 0

1
f

6 1x
lim lim

f ημx f x x f ημx f x  

 
 
 

     
 

 (2). 

Από τις (1), (2) προκύπτει ότι δεν υπάρχει το ζητούμενο όριο. 

 

 

Θέμα Δ 

Δ1. Είναι  
      xx

x

3x 1 e 13x 1 e 1 1
f x

e 1

   
 

 xe 1
x x

1 1
3x 1

e 1 e 1
   

 
. 

Η f είναι παραγωγίσιμη στο με παράγωγο  
 

 
 

 

2
x xx

2 2
x x

3 e 1 ee
f x 3 f x

e 1 e 1

 
     

 
 

 
 

 
 

2x x x 2x x

2 2
x x

3e 6e 3 e 3e 5e 3
f x f x

e 1 e 1

    
   

 
. 

Για κάθε x είναι  f x 0  , οπότε η f είναι γνησίως αύξουσα στο . 

Είναι  
xx x

1
lim f x lim 3x 1 1 1

e 1 

 
        

 
, 

 
xx x

1
lim f x lim 3x 1 1 0

e 1 

 
        

 
. 

Επειδή η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο , έχει σύνολο τιμών το  f  . To 0 περιέχεται 

στο σύνολο τιμών της f  και η f είναι γνησίως αύξουσα οπότε υπάρχει μοναδικό ρ τέτοιο, ώστε 

 f ρ 0 . 

 

Δ2. Είναι  
_x 0

3
lim f x

2
 , οπότε   

3
f ,0 ,

2

 
   

 
. Επειδή το 0 περιέχεται στο   f ,0 , η εξίσωση 

 f x 0  έχει μοναδική ρίζα στο  ,0 . Όμως η f έχει μοναδική ρίζα το ρ, άρα ρ < 0. 

 

Δ3. Η h είναι παραγωγίσιμη στο ως σύνθεση και γινόμενο παραγωγίσιμων συναρτήσεων με  

              2 2h x 2xf x x 2f x f x 2xf x f x xf x        . 

Η h  έχει ρίζες το 0 και το ρ. Θα αναζητήσουμε άλλη μία ρίζα. 

Είναι    h 0 0 h ρ  .  

Η h συνεχής στο  ρ,0  άρα ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος  Rolle οπότε υπάρχει  0x ρ,0 τέτοιο, 

ώστε  0h x 0  . Όμως το 2x έχει μοναδική ρίζα το 0, η  f x έχει μοναδική ρίζα το ρ, οπότε το 0x  είναι 

ρίζα της συνάρτησης      g x f x xf x  . 

 Για κάθε x ρ είναι x < 0,    f x f ρ 0  ,  f x 0  , άρα    f x xf x 0  , οπότε  h x 0  . 

Η h συνεχής στο  ,ρ  άρα η h γνησίως φθίνουσα στο  διάστημα αυτό. 

 Για κάθε x 0 είναι    f x f 0 0  ,  f x 0  , άρα    f x xf x 0  , οπότε  h x 0  . 

Η h συνεχής στο  0,  άρα η h γνησίως αύξουσα στο διάστημα αυτό. 

 Η g είναι παραγωγίσιμη στο με            g x f x f x xf x 2f x xf x          . 
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Είναι  
   

2
2x x x6e 5e e 1

f x
  

 
   2x x x3e 5e 3 2 e 1    

 
3

x

4
x

e

e 1





  

 
3x6e

f x 
2x 2x x 3x6e 5e 5e 6e   

 

2x x

3
x

10e 6e

e 1

 



 

 

2x x

3
x

e e
f x

e 1


  


 

 

 

x x

3
x

e e 1
f x

e 1


 


.  

Α τρόπος 

 
 

 

x x

3
x

e e 1
f x

e 1


 


 οπότε  

 

 

x x

3
x

e e 1
xf x x

e 1


 


 όμως  xx, e 1 για 0x   είναι ομόσημα οπότε 

 xf x 0  η ισότητα μόνον για χ=0. Τότε      g x 2f x xf x 0      , άρα η g είναι γνησίως αύξουσα . 

Άρα το 
0x είναι η μοναδική ρίζα της εξίσωσης  g x 0 .  

Για κάθε    
g

0 0x x g x g x 0   
1

  

Για κάθε    
g

0 0x x g x g x 0   
1

  

Β τρόπος 

Για κάθε  x ρ,0  είναι 
x 0 xe e 1 e 1 0     , οπότε  f x 0  , άρα  

     g x 2f x xf x 0      επομένως  η g είναι γνησίως αύξουσα στο  ρ,0 . 

Άρα το 
0x είναι η μοναδική ρίζα της εξίσωσης  g x 0 .  

Για κάθε    
g

0 0ρ x x g x g x 0    
1

 . 

Είναι x < 0,  f x 0   οπότε  h x 0  . 

Η h είναι συνεχής στο  0ρ,x άρα  η h είναι γνησίως αύξουσα στο  0ρ,x . 

Για κάθε    
g

0 0x x 0 g x g x 0    
1

 οπότε  h x 0   αφού  x < 0,  f x 0 . 

Η h είναι συνεχής στο   0x ,0  άρα  η h είναι γνησίως φθίνουσα στο  0x ,0 . 

Επομένως η h έχει τοπικά ελάχιστο στο x ρ , τοπικό μέγιστο στο 0x x και τοπικό ελάχιστο στο x = 0. 

 

 

Τα συμπεράσματα φαίνονται στον παρακάτω πίνακα: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Δ4. Είναι        
f

2

3 1
0 x 2 f 0 f x f 2 f x 7

2 e 1
        



1

. 

Επειδή στη τελευταία σχέση η ισότητα δεν ισχύει για κάθε  x 0,2 , είναι 

 
2 2 2

20 0 0

3 1
dx f x dx 7 dx

2 e 1

 
    

 
      

2

x 20

3 1 1
2 0 3x 1 dx 7 2 0

2 e 1 e 1

   
          

    
  

  x        ρ             0x            0           

  2x                                     

 f x                              

 g x                             

 h x                           

 f x    >    T.E.   <   T.M.   > T.E.<   



www.Askisopolis.gr 

2
2 2

2

x 20
0

x 1 7e 8
3 3 x dx 2

2 e 1 e 1

  
      

  


2
2

x 20

1 7e 8
3 8 dx 2

e 1 e 1


    

 
2

2

x 20

1 14e 16
5 dx 8

e 1 e 1


   

   άρα 
2 2

2

x 20

1 14e 16 8e 8
dx

e 1 e 1

  
 

 
2

2

x 20

1 6e 8
dx

e 1 e 1




  . 

2ος τρόπος 

Είναι 
x x

1 1

e 1 e



 οπότε  άρα 

2
2

x 20

1 6e 8
dx

e 1 e 1




   αφού 
2

2

2 2 2 x0

6e 8 2 1 1
6 1 1 dx

e 1 e 1 e e


     

   . 

 

 


